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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî â.ï. ìíîæåñòâà W åãî

íåâû÷èñëèìîñòü ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ òåîðåìû ðåêóðñèè (ñ ïàðàìåòðà-

ìè) â êàæäîé óíèâåðñàëüíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè, à òàêæå åå ñëàáîé

ïðåäïîëíîòå è íåðàçëîæèìîñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òüþðèíãîâàÿ ïîëíîòà

â.ï. îðàêóëà W ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ ïðåäïîëíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè

ó ëþáîãî W -âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íóìåðàöèÿ, óíèâåðñàëüíàÿ íóìåðàöèÿ, ïðåäïîëíàÿ íóìå-

ðàöèÿ, ñëàáî ïðåäïîëíàÿ íóìåðàöèÿ, òåîðåìà ðåêóðñèè.

1. Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîñëå ïóáëèêàöèè ðàáî-

òû Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâà è À. Ñîðáè [1], èçëàãàþùåé îáùóþ êîíöåïöèþ âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ

êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, íàðÿäó ñ âû÷èñëèìûìè íóìåðàöèÿìè ñòàëè èññëåäîâàòüñÿ è

ðàçíîãî ðîäà îáîáùåííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè. Íàèáîëüøèé ïðîãðåññ ïðè ýòîì áûë äî-

ñòèãíóò â èçó÷åíèè âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé â àðèôìåòè÷åñêîé [2�5] è ãèïåðàðèôìåòè÷å-

ñêîé [6,7] èåðàðõèÿõ. Ê ñåðåäèíå 2010-õ ãîäîâ îáîáùåííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè ñòàëè èí-

òåíñèâíî èññëåäîâàòüñÿ è ñ ïîçèöèè ðàâíîìåðíîé ïåðå÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâ îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîëüíîãî îðàêóëà A. Òàêèå íóìåðàöèè, âïåðâûå ñîäåðæàòåëüíî èçó÷åííûå â ðàáîòå

Ñ.À. Áàäàåâà è Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâà [8] (ñì. òàêæå [9, 10]), áûëè íàçâàíû A-âû÷èñëèìûìè. Â

íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ A-âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè äëÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ

(â.ï.) îðàêóëîâ A è îðàêóëîâ, âû÷èñëÿþùèõ íåâû÷èñëèìûå â.ï. ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðåíèå

òàêîãî êëàññà îðàêóëîâ îõâàòûâàåò è íóìåðàöèè, âû÷èñëèìûå â (ãèïåð)àðèôìåòè÷åñêîé

èåðàðõèè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ óíèâåð-

ñàëüíûõ íóìåðàöèé. Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ òàêèõ íóìåðàöèé [8,11,12] ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî îíè

ñîäåðæàò â ñåáå èíôîðìàöèþ îáî âñåõ (îáîáùåííî) âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèÿõ íóìåðóåìîãî

ñåìåéñòâà. Îñíîâíàÿ åå öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôîðì òåîðåìû î íåïîäâèæíîé

òî÷êè, ñïðàâåäëèâûõ â óíèâåðñàëüíûõ îáîáùåííî âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèÿõ. Âî âòîðîé

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 22-21-20024) è âûïîëíåíà â ðàì-

êàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî

ôåäåðàëüíîãî îêðóãà (ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-882).

© Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ
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÷àñòè ñòàòüè êëàññèôèöèðóþòñÿ â.ï. îðàêóëû W , äëÿ êîòîðûõ ëþáîå W -âû÷èñëèìîå ñå-

ìåéñòâî îáëàäàåò (ñëàáî) ïðåäïîëíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè. Òàêèå íóìåðàöèè îïðå-

äåëÿþòñÿ âûïîëíåíèåì â íèõ òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ðàâíîìåð-

íîñòè è ñîñòàâëÿþò âàæíûé ðàçäåë òåîðèè íóìåðàöèé, èìåþùèé ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé

â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òåîðèè âû÷èñëèìîñòè [13�18].

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè íóìåðàöèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Þ.Ë. Åð-

øîâà [19] è â åãî ñòàòüå [20]. Íàïîìíèì ñàìûå íåîáõîäèìûå èç íèõ. Íóìåðàöèåé ñ÷åòíîãî

ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå α : N → S. Ãîâîðèì,

÷òî íóìåðàöèÿ α ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè β (îáîçíà÷àåì êàê α ⩽ β), åñëè α = β ◦ f äëÿ

íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f . Íóìåðàöèè α è β íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (â

ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå α ≡ β), åñëè α ⩽ β è β ⩽ α. Äëÿ äâóõ íóìåðàöèé

α0 è α1 èõ ïðÿìàÿ ñóììà åñòü íóìåðàöèÿ (α0⊕α1)(2x+ i) = αi(x), i = 0, 1. Íóìåðàöèîííàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü íóìåðàöèè α îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ηα = {
〈
x, y

〉
: α(x) = α(y)}.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íóìåðàöèè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ N.
Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëèìîñòüþ íóìåðàöèé.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à S � ñåìåéñòâî A-â.ï. ìíîæåñòâ.

Ñëåäóÿ [1,8], íàçîâ¼ì íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà S A-âû÷èñëèìîé, åñëè ìíîæåñòâî

Gα = {
〈
x, y

〉
: x ∈ N, y ∈ α(x)}

A-â.ï. Ñåìåéñòâî S íàçûâàåòñÿ A-âû÷èñëèìûì, åñëè îíî èìååò A-âû÷èñëèìóþ íóìåðà-

öèþ. Îïóñêàÿ îðàêóë A, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè è âû÷èñëèìîãî

ñåìåéñòâà.

Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè âû÷èñëèìîñòè. ×åðåç φe è We

îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ è â.ï. ìíîæåñòâî ñ ãåäåëåâ-

ñêèì íîìåðîì e. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ψ áóäåì îáîçíà-

÷àòü êàê domψ, à åå îáëàñòü çíà÷åíèé � êàê rngψ. Ïèøåì ψ(x) ↓, åñëè x ∈ domψ, è

ψ(x) ↑ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ
〈
x, y

〉
7→ 2x(2y + 1) − 1, âçàèìíî

îäíîçíà÷íî íóìåðóþùóþ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àåì ÷åðåç c(x, y), à ïðîåêöèè

åå îáðàçà íà ïåðâóþ è âòîðóþ êîîðäèíàòû � ÷åðåç l è r ñîîòâåòñòâåííî: l(c(x, y)) = x è

r(c(x, y)) = y. Áóäåì ïèñàòü c(x, y, z) âìåñòî c(x, c(y, z)). Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî

íàéòè â ìîíîãðàôèè Ð.È. Ñîàðà [21].

2. Óíèâåðñàëüíûå íóìåðàöèè

Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè η íà N íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïðåäïîëíûì,

åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ψ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãåäåëåâñêîãî

íîìåðà e âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè φe âûïîëíÿåòñÿ

ψ(e) ↓ &
〈
ψ(e), φe(ψ(e))

〉
∈ η.
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Íàçîâåì íóìåðàöèþ ν ñëàáî ïðåäïîëíîé, åñëè åå íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ην
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðåäïîëíîé. Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ìíîæåñòâî A, îáåñïå÷èâà-

þùåå ñëàáóþ ïðåäïîëíîòó êàæäîé óíèâåðñàëüíîé A-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∅ <T B ⩽T A è B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ

A-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ν ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðåäïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì B-âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(c(i, e, u)) =


φi(φe(c(i, e, u))), åñëè ∃s [u ⩽ s&φe,s(c(i, e, u)) ↓ &

&φi,s(φe,s(c(i, e, u))) ↓ &

&Bs+1 ↾ u ̸= Bs ↾ u],

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

×òîáû âû÷èñëèòü ñ îðàêóëîì B çíà÷åíèå g(c(i, e, u)), äîñòàòî÷íî âûáðàòü òàêîå íàè-

ìåíüøåå t = t(u) ⩾ u, ÷òî

Bt+1 ↾ u = B ↾ u.

Òîãäà

g(c(i, e, u)) =


φi(φe(c(i, e, u))), åñëè ∃s ⩽ t(u) [u ⩽ s&φe,s(c(i, e, u)) ↓ &

&φi,s(φe,s(c(i, e, u))) ↓ &

&Bs+1 ↾ u ̸= Bs ↾ u],

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ ν óíèâåðñàëüíà, âûïîëíÿåòñÿ ν ◦ g ⩽ ν. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò òàêîå e, ÷òî ôóíêöèÿ φe âñþäó îïðåäåëåíà è

ν ◦ g = ν ◦ φe.

Òåïåðü îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ψ, ñâèäåòåëüñòâóþùóþ î ñëàáîé

ïðåäïîëíîòå ν. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ σ, ïîëîæèâ çíà÷åíèå

σ(i) ðàâíûì íàèìåíüøåìó s, óäîâëåòâîðÿþùåìó äëÿ íåêîòîðîãî u ⩽ s óñëîâèþ

φe,s(c(i, e, u)) ↓ &φi,s(φe,s(c(i, e, u))) ↓ &Bs+1 ↾ u ̸= Bs ↾ u, (1)

åñëè òàêîå s ñóùåñòâóåò, è ïîëîæèâ σ(i) ↑ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ ìå-

òîä ðàçðåøåíèÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ φi âñþäó îïðåäåëåíà, òî çíà÷åíèå σ(i) îïðåäåëåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, íàïðîòèâ, âûïîëíÿåòñÿ

φe,t(c(i, e, u)) ↓ &φi,t(φe,t(c(i, e, u))) ↓⇒ Bt+1 ↾ u = Bt ↾ u

äëÿ âñåõ t è âñåõ u ⩽ t. Òîãäà

φe,t(c(i, e, u))&φi,t(φe,t(c(i, e, u))) ↓⇒ B ↾ u = Bt+1 ↾ u
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äëÿ âñåõ t è âñåõ u ⩽ t. Îòñþäà, B âû÷èñëèìî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ

âûáîðîì B. Òåïåðü ïîëîæèì ψ(i) ↑, åñëè σ(i) ↑, è

ψ(i) = φe,σ(i)(c(i, e, u)),

åñëè σ(i) ↓, ãäå u ⩽ σ(i) � íàèìåíüøåå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (1) ïðè s = σ(i). Ïóñòü

φi âñþäó îïðåäåëåíà Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ψ(i) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ôóíêöèè φi

â íóìåðàöèè ν. Â ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ν(ψ(i)) = ν(φe(c(i, e, u))) = ν(g(c(i, e, u))) =

= ν(φi(φe(c(i, e, u)))) = ν(φi(ψ(i))).

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ â.ï. ìíîæåñòâà W ñëàáàÿ ïðåäïîëíîòà êàæäîé óíèâåðñàëüíîé

W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ â íåé òåîðåìû ðåêóðñèè (ñ ïàðàìåò-

ðàìè).

Òåîðåìà 2. Äëÿ â.ï. ìíîæåñòâà W ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. W íåâû÷èñëèìî;

2. ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ W -âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñëàáî ïðåäïîëíà;

3. äëÿ ëþáîé óíèâåðñàëüíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ν è ëþáîé äâóõìåñòíîé âû-

÷èñëèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî ν(h(x)) =

ν(f(x, h(x))) äëÿ âñåõ x;

4. äëÿ ëþáîé óíèâåðñàëüíîéW -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ν è ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè

g ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n, ÷òî ν(n) = ν(g(n));

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1⇒2) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 1. ×òîáû óñòàíîâèòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü èìïëèêàöèè (2⇒3), ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ äâóõìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f

óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå ðåêóðñèè ñ ïàðàìåòðàìè â ëþáîé ñëàáî ïðåäïîëíîé íóìåðàöèè ν.

Çàôèêñèðóåì ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ψ òàêóþ, ÷òî

ψ(e) ↓ & ν(ψ(e)) = ν(φe(ψ(e)))

äëÿ ëþáîãî ãåäåëåâñêîãî íîìåðà e âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè φe. Îïðåäåëèì âû÷èñëè-

ìûå ôóíêöèè g è h, ïîëîæèâ

φg(x)(y) = f(x, y),

h(x) = ψ(g(x)).

Òîãäà äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ

ν(f(x, h(x))) = ν(φg(x)(h(x))) = ν(φg(x)(ψ(g(x)))) = ν(ψ(g(x))) = ν(h(x))

Èìïëèêàöèÿ (3⇒4) î÷åâèäíà. Èìïëèêàöèÿ (4⇒1) ñëåäóåò èç [22, Òåîðåìà 2.1].
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Íàïîìíèì ââåäåííîå Þ.Ë. Åðøîâûì [13] ïîíÿòèå ïðåäïîëíîé íóìåðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Íóìåðàöèÿ α íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íî âû÷èñ-

ëèìîé ôóíêöèè ψ ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî α(ψ(x)) = α(f(x)) äëÿ

âñåõ x ∈ domψ.

Ïðåäïîëíûå íóìåðàöèè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèì îáðàçîì îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìè-

íàõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 4 (Þ.Ë. Åðøîâ [19]). Íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ êàæäîé äâóõìåñòíîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψ ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû-

÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî α(ψ(x, h(x))) = α(h(x)) äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ〈
x, h(x)

〉
∈ domψ.

Â [23] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ âûñîêèì (∅′′ ⩽T A
′), òî êàæ-

äàÿ óíèâåðñàëüíàÿ A-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ïðåäïîëíà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ íåðå-

øåííûì

Âîïðîñ 5. Êàêîâî îïèñàíèå (â.ï.) ìíîæåñòâ A, äëÿ êîòîðûõ ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ A-

âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ïðåäïîëíà?

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó Þ.Ë. Åðøîâà [13] íèêàêàÿ ïðåäïîëíàÿ íóìå-

ðàöèÿ íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíóþ ñóììó íóìåðàöèé ïîäñåìåéñòâ íóìåðóåìîãî ñå-

ìåéñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ â.ï. ìíîæåñòâà W íåðàçëîæèìîñòü ëþáîé óíèâåðñàëüíîé W -

âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ðàâíîñèëüíà åãî íåâû÷èñëèìîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ∅ <T B ⩽T A è B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíèâåð-

ñàëüíîé A-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ν è ëþáûõ íóìåðàöèé ν0, ν1 èç ν ≡ ν0 ⊕ ν1 ñëåäóåò,

÷òî ëèáî ν ≡ ν0, ëèáî ν ≡ ν1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì A-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α òàêóþ, ÷òî åñëè îíà ñâîäèìà ê

ïðÿìîé ñóììå ν0⊕ν1 ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè φe, äëÿ îäíîãî èç i = 0, 1 íàéäåòñÿ âû÷èñëèìàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xij}j∈N, äëÿ êîòîðîé

ν(j) = α(c(e, xij)) = νi

(
φe(c(e, x

i
j))− i

2

)
(2)

ïðè ëþáîì j ∈ N. Îòñþäà ïîëó÷èì ν ⩽ νi.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî e è äëÿ âñåõ x îïðåäåëèì çíà÷åíèå α(c(e, x)). Äëÿ ýòîãî

ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì â.ï. ìíîæåñòâà M0 è M1:

Mi = {x : ∃s∃z [φe,s(c(e, x)) = 2z + i&Bs ↾ x ̸= Bs+1 ↾ x]}.

Ïóñòü

xi0, x
i
1, x

i
2, . . .
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âû÷èñëèìîå (âîçìîæíî êîíå÷íîå) ïåðå÷èñëåíèå Mi áåç ïîâòîðåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x

âûáåðåì íàèìåíüøåå t òàêîå, ÷òî

Bt+1 ↾ x = B ↾ x.

Åñëè ñóùåñòâóåò s ⩽ t, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

φe,s(c(e, x)) ↓ &Bs ↾ x ̸= Bs+1 ↾ x, (3)

òî x ∈M0 ∪M1. Âûáåðåì åäèíñòâåííûå i = 0, 1, è j, äëÿ êîòîðûõ x = xij, è îïðåäåëèì

α(c(e, x)) = ν(j).

Åñëè s ⩽ t, óäîâëåòâîðÿþùåãî (3) íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì

α(c(e, x)) = ν(0).

Âûáåðåì e, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ φe âñþäó îïðåäåëåíà è

α = (ν0 ⊕ ν1) ◦ φe.

Ïîñêîëüêó B íåâû÷èñëèìî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð
〈
s, x

〉
, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ (3). Ñëåäîâàòåëüíî, M0 ∪M1 áåñêîíå÷íî. Îòñþäà, äëÿ îäíîãî èç i = 0, 1, ïðè ëþáîì

j ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñâîäèìîñòü ν ⩽ νi.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ â.ï. ìíîæåñòâà W ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. W íåâû÷èñëèìî;

2. íèêàêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ W -âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíóþ

ñóììó íóìåðàöèé ïîäñåìåéñòâ íóìåðóåìîãî åé ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íåñðàâíèìûõ ïî

âêëþ÷åíèþ â.ï. ìíîæåñòâ, îáëàäàåò óíèâåðñàëüíîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé [19], êîòîðàÿ

ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíóþ ñóììó íóìåðàöèé îäíîýëåìåíòíûõ ïîäñåìåéñòâ.

3. Ñåìåéñòâà ñ ïðåäïîëíûìè è ñëàáî ïðåäïîëíûìè íóìåðàöèÿìè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ èç ðàáîòû Áàðåíäðåãòà è Òåðâåéíà [16]

î ñóùåñòâîâàíèè íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå ðåêóðñèè ñ ïàðàìåòðàìè (äëÿ âñþ-

äó îïðåäåëåííûõ äâóõìåñòíûõ ôóíêöèé), íî íå ÿâëÿþùèìèñÿ ïðåäïîëíûìè. Îòâåò íà íåãî

ïîëó÷àåòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [17, 18], â êîòîðûõ ïîñòðîåíû (ïðè÷åì âî âòîðîé ðàáîòå

áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íå ñðàâíèìûõ) ñëàáî ïðåäïîëíûå ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäïîëíûìè. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóþò

ñåìåéñòâà, îáëàäàþùèå ñëàáî ïðåäïîëíûìè, íî íå îáëàäàþùèå ïðåäïîëíûìè îáîáùåííî

âû÷èñëèìûìè íóìåðàöèÿìè.
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Òåîðåìà 8. Äëÿ â.ï. ìíîæåñòâà W ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ∅′ ⩽T W ;

2. ëþáîå W -âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî îáëàäàåò ïðåäïîëíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû óñòàíîâèòü èìïëèêàöèþ (1⇒2), âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå W -

âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî S è äëÿ ëþáîé åãî W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè è ýëåìåíòà X ∈ S
îïðåäåëèì ïîïîëíåíèå α îòíîñèòåëüíî X [13]:

αX(c(e, x)) =

α(φe(x)), åñëè φe(x) ↓,
X, åñëè φe(x) ↓ .

Íóìåðàöèÿ αX ïîëíà îòíîñèòåëüíî X è, òåì áîëåå, ïðåäïîëíà. Ïîñêîëüêó ∅′ ⩽T W ,

íóìåðàöèÿ αX ÿâëÿåòñÿ W -âû÷èñëèìîé.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (2⇒1).Ïóñòü W <T ∅′. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå êî-

íå÷íîå ñåìåéñòâî W -â.ï. ìíîæåñòâ R, íå ñîäåðæàùåå íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåí-

òà. Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíàÿ W -âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X0, . . . , Xn (n > 0) âñå ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòû R. Òàê æå êàê â äîêàçàòåëü-
ñòâå [19, I �2, Ïðåäëîæåíèå 4] âûáåðåì òàêèå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà F0, . . . , Fn, ÷òî

Fi ⊆ Xj ⇔ i = j

äëÿ âñåõ i, j ⩽ n. Çàôèêñèðóåì íîìåðà x0, x1, äëÿ êîòîðûõ α(x0) = X0 è α(x1) = X1.

Äîïóñòèì, ÷òî α ïðåäïîëíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò äâóõìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f

òàêàÿ, ÷òî α(f(e, x)) = α(φe(x)) äëÿ âñåõ e è âñåõ x ∈ domφe(x). Ïóñòü {αs(x)}s,x∈N �

ñèëüíî W -âû÷èñëèìàÿ äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîé

α(x) =
⋃

s αs(x) è αt(x) ⊆ αt+1(x) äëÿ âñåõ x, t. Îïðåäåëèì W -âû÷èñëèìûå ôóíêöèè r

è h, ïîëîæèâ

r(y) = min{s : ∃i ⩽ n [Fi ⊆ αs(y)]},

h(y) = min{i ⩽ n : Fi ⊆ αr(y)(y)}

äëÿ âñåõ y. Ïî ëåììå î ìîäóëå (ñì. [21, III, Ëåììà 3.2]) ñóùåñòâóþò äâóõìåñòíàÿ âû-

÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ĥ è W -âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ m, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì h(x) =

lims ĥ(x, s) è ĥ(x, t) = h(x) äëÿ âñåõ x ∈ N è t > m(x). Èñïîëüçóÿ s-m-n òåîðåìó, îïðåäå-

ëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ d, ïîëîæèâ

φd(e)(x) =



x0, åñëè x ∈ ∅′& ĥ(f(e, x), s) > 0,

ãäå s = min{t : x ∈ ∅′t},
x1, åñëè x ∈ ∅′& ĥ(f(e, x), s) = 0,

ãäó s = min{t : x ∈ ∅′t},
íå îïðåäåëåíî, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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ïî òåîðåìå ðåêóðñèè âûáåðåì íîìåð n, äëÿ êîòîðîãî φd(n) = φn. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x

âûïîëíÿåòñÿ

x ∈ ∅′ ⇔ x ∈ ∅′m(f(n,x))

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî x ∈ ∅′. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, x ̸∈ ∅′m(f(n,x)). Âûáåðåì ïåðâîå

s, äëÿ êîòîðîãî x ∈ ∅′s. Ïîñêîëüêó s > m(f(n, x)), èìååì ëèáî F0 ⊆ α(f(n, x)) and φn(x) =

x1, ëèáî

∃i ⩽ n [0 < i&Fi ⊆ α(f(n, x))]

è φn(x) = x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

α(f(n, x)) ̸= α(φn(x)) = α(f(n, x)).

Îòñþäà, z ∈ ∅′m(f(n,x)). Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñâîäèìîñòü ∅′ ⩽T W , êîòîðàÿ

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó W . Ñëåäîâàòåëüíî, íóìåðàöèÿ α íå ïðåäïîëíà. Â ñèëó ïðîèçâîëü-

íîñòè âûáîðà α òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íåñðàâíèìûõ ïî âêëþ÷åíèþ â.ï. ìíî-

æåñòâ íå èìååò âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå ðåêóðñèè. Òàêèì

îáðàçîì, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå â.ï. îðàêóëîâ W , äëÿ êîòîðûõ ëþáîå W -

âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî îáëàäàåò ñëàáî ïðåäïîëíîé W -âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ∅ <T B ⩽T A è B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà ëþáîå A-âû÷èñëèìîå

ñåìåéñòâî îáëàäàåò ñëàáî ïðåäïîëíîé A-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β � A-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà S. Îïðåäåëèì ïî èíäóê-

öèè åãî ñëàáî ïðåäïîëíóþ A-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α. Îäíîâðåìåííî ñ íóìåðàöèåé α

áóäåì îïðåäåëÿòü ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ψ, ñâèäåòåëüñòâóþùóþ î ñëàáîé ïðåä-

ïîëíîòå α, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {γs}s∈N òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ s, z âûïîëíÿåòñÿ

γs+1(z) ⩽ γs(z), è αs(z) = α(z), åñëè Bs ↾ γs(z) = B ↾ γs(z). Îòñþäà, α áóäåò A-âû÷èñëèìîé.

×åðåç ηs áóäåì îáîçíà÷àòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ηs = {
〈
x, y

〉
: γs(x) = γs(y)}.

Äëÿ êàæäîãî s âûïîëíèì

ηs ⊆ ηαs .

Îïðåäåëèì äëÿ âñåõ x

α0(2x) = β(0), α0(2x+ 1) = β(x),

γ0(2x) = x, γ0(2x+ 1) = 0.

Ïóñòü ψ0(e) ↑ äëÿ âñåõ e. Äëÿ âñåõ s è y áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî αs+1(y) = αs(y), γs+1(y) =

γs(y), ψs+1(y) = ψs(y), åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå.
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Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî íóìåðàöèÿ αs è ôóíêöèè γs, ψs îïðåäåëåíû, è ηs ⊆
ηαs . Åñëè ñóùåñòâóåò e ⩽ s òàêîå, ÷òî ψs(e) ↑ è äëÿ íåêîòîðîãî x ⩽ s âûïîëíÿåòñÿ

φe,s(2c(e, x)) ↓,

Bs ↾M ̸= Bs+1 ↾M,

ãäåM = max{γs(2c(e, x)), γs(φe,s(2c(e, x)))}, òî âûáåðåì íàèìåíüøåå òàêîå e è çàôèêñèðóåì

z, äëÿ êîòîðîãî

γs(z) = min{γs(2c(e, x)), γs(φe,s(2c(e, x)))}.

Îïðåäåëèì

ψs+1(e) = 2c(e, x), αs+1(y) = αs(z), γs+1(y) = γs(z)

äëÿ âñåõ y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ γs(y) = M . Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ ηs ⊆ ηαs , îïðåäåëåíèå αs+1 êîððåêòíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè

èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó α0(2x) = β(x) è γ0(2x) = 0 äëÿ âñåõ x, ïîëó÷àåì, ÷òî α íóìåðóåò âñå

ñåìåéñòâî S. Ïîêàæåì, ÷òî íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðåäïîëíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèÿ φe âñþäó îïðåäåëåíà, íî çíà÷åíèå ψ(e) íå îïðåäåëåíî. Îòñþäà, äëÿ ëþáîãî s è

ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî x, åñëè φe,s(2c(e, x)) ↓, òî

B ↾ γs(2c(e, x)) = Bs+1 ↾ γs(2c(e, x)).

Ñòàëî áûòü, ÷òî B âû÷èñëèìî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà-

÷èò ψ(e) = 2c(e, x) äëÿ íåêîòîðîãî x. Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî〈
ψ(e), φe(ψ(e))

〉
∈ η è, ñëåäîâàòåëüíî, α(ψ(e)) = α(φe(ψ(e))).

Ñëåäñòâèå 10. Äëÿ ëþáîãî â.ï. ìíîæåñòâà W , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ∅ <T W <T

∅′, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî, îáëàäàþùåå ñëàáî ïðåäïîëíûìè, íî íå îáëàäàþùåå ïðåäïîë-

íûìè W -âû÷èñëèìûìè íóìåðàöèÿìè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâ, À. Ñîðáè, Îáîáùåííî-âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè è íåòðèâèàëüíûå ïî-

ëóðåøåòêè Ðîäæåðñà, Àëãåáðà è ëîãèêà, 36, 6 (1997), 621�641.

URL: http://mi.mathnet.ru/al2412

[2] S. A. Badaev, S. S. Goncharov, The theory of numberings: Open problems, Contemporary

Mathematics, 257 (2000), 23�38.

URL: http://www.ams.org/books/conm/257/

http://mi.mathnet.ru/al2412
http://www.ams.org/books/conm/257/


10 Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

[3] Ñ. À. Áàäàåâ, Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâ, Î ïîëóðåøåòêàõ Ðîäæåðñà ñåìåéñòâ àðèôìåòè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ, Àëãåáðà è ëîãèêà, 40, 5 (2001), 507�522.

URL: http://mi.mathnet.ru/al233

[4] Ñ. Þ. Ïîäçîðîâ, Íà÷àëüíûå ñåãìåíòû â ïîëóðåøåòêàõ Ðîäæåðñà Σ0
n-âû÷èñëèìûõ

íóìåðàöèé, Àëãåáðà è ëîãèêà, 42, 2 (2003), 211�226.

URL: http://mi.mathnet.ru/al233

[5] Ñ. Þ. Ïîäçîðîâ, Î ëîêàëüíîì ñòðîåíèè ïîëóðåø¼òîê Ðîäæåðñà Σ0
n-âû÷èñëèìûõ íó-

ìåðàöèé, Àëãåáðà è ëîãèêà, 44, 2 (2005), 148�172.

URL: http://mi.mathnet.ru/al99

[6] S. A. Badaev, S. S. Goncharov, Computability and numberings, in: S.B.Cooper (ed.) et al.,

New computational paradigms. Changing conceptions of what is computable, New York,

NY, Springer-Verlag, (2008), 19�34.

DOI: https://doi.org/10.1007/978-0-387-68546-5_2

[7] Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ, Î òåîðåìå Õóòîðåöêîãî äëÿ îáîáù¼ííî âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ,

Àëãåáðà è ëîãèêà, 58, 4 (2019), 528�541.

URL: http://mi.mathnet.ru/al914

[8] Ñ. À. Áàäàåâ, Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâ, Îáîáùåííî âû÷èñëèìûå óíèâåðñàëüíûå íóìåðàöèè, Àë-

ãåáðà è ëîãèêà, 53, 5 (2014), 555�569.

URL: http://mi.mathnet.ru/al650

[9] Ñ. À. Áàäàåâ, À. À. Èñàõîâ, Íåêîòîðûå àáñîëþòíûå ñâîéñòâà A-âû÷èñëèìûõ íóìå-

ðàöèé, Àëãåáðà è ëîãèêà, 57, 4 (2018), 426�447.

URL: http://mi.mathnet.ru/al857

[10] Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ, Î ïîëóðåøåòêàõ Ðîäæåðñà îáîáùåííî âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé,

Ñèá. ìàòåì. æóðí., 58, 6 (2017), 1418�1427.

URL: http://mi.mathnet.ru/smj2948

[11] S. A. Badaev, S. S. Goncharov, A. Sorbi, Completeness and universality of arithmetical

numberings, in: Computability and Models. The University Series in Mathematics.

Springer, Boston, MA, 2003.

DOI: https://doi.org/10.1007/978-1-4615-0755-0_2

[12] Ñ. Þ. Ïîäçîðîâ, Î ïðåäåëüíîñòè íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ïîëóðåøåòêè Ðîäæåðñà,

Ìàòåì. òð., 7, 2 (2004), 98�108.

URL: http://mi.mathnet.ru/mt78

http://mi.mathnet.ru/al233
http://mi.mathnet.ru/al233
http://mi.mathnet.ru/al99
https://doi.org/10.1007/978-0-387-68546-5_2
http://mi.mathnet.ru/al914
http://mi.mathnet.ru/al650
http://mi.mathnet.ru/al857
http://mi.mathnet.ru/smj2948
https://doi.org/10.1007/978-1-4615-0755-0_2
http://mi.mathnet.ru/mt78


Îáîáùåííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè è íåïîäâèæíûå òî÷êè 11

[13] Þ. Ë. Åðøîâ, Î íåîòäåëèìûõ ïàðàõ, Àëãåáðà è ëîãèêà, 9, 6 (1970), 661�666.

URL: http://mi.mathnet.ru/al1272

[14] Â. Ë. Ñåëèâàíîâ, Ïðåäïîëíûå íóìåðàöèè è ôóíêöèè áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, Ìàòåì.

çàìåòêè, 51, 1 (1992), 149�155.

URL: http://mi.mathnet.ru/mz4463

[15] Â. Ë. Ñåëèâàíîâ, Ïðåäïîëíûå íóìåðàöèè, Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàò. è åå

ïðèë. Òåìàò. îáç., 157 (2018), 106�134.

URL: http://mi.mathnet.ru/into409

[16] H. Barendregt, S. A. Terwijn, Fixed point theorems for precomplete numberings, Ann. Pure

App. Logic, 170, 10 (2019), 1151�1161.

DOI: https://doi.org/10.1016/j.apal.2019.04.013

[17] Ò. Í. Payne, E�ective extandability and �xed points, Notre Dame J. Form. Log., 14, 1

(1973), 123�124.

DOI: https://doi.org/10.1305/ndjfl/1093890819

[18] Ñ. À. Áàäàåâ, Î ñëàáî ïðåäïîëíûõ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ, Ñèá. ìàòåì.

æóðí., 32, 2 (1991), 166�169.

URL: http://mi.mathnet.ru/smj4620

[19] Þ. Ë. Åðøîâ, Òåîðèÿ íóìåðàöèé, Ì.: Íàóêà, 1977.

[20] Yu. L. Ershov, Theory of numberings, in: E.R.Gri�or (ed.), Handbook of computability

theory (Stud. Logic Found. Math., 140), Amsterdam, Elsevier, 1999, 473�503.

DOI: https://doi.org/10.1016/S0049-237X(99)80030-5

[21] R. I. Soare, Recursively enumerable sets and degrees. A study of computable functions and

computably generated sets, Perspectives in mathematical logic. Springer-Verlag, Berlin,

Heidelberg, New York, etc., 1987.

URL: https://link.springer.com/book/9783540666813

[22] M. Kh. Faizrahmanov, Extremal numberings and �xed point theorems, Math. Log. Q., 68,

4 (2022), 398�408.

DOI: https://doi.org/10.1002/malq.202200035

[23] Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ, Óíèâåðñàëüíûå îáîáù¼ííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè è ãèïåðèì-

ìóííîñòü, Àëãåáðà è ëîãèêà, 56, 4 (2017), 506�521.

URL: http://mi.mathnet.ru/al811

http://mi.mathnet.ru/al1272
http://mi.mathnet.ru/mz4463
http://mi.mathnet.ru/into409
https://doi.org/10.1016/j.apal.2019.04.013
https://doi.org/10.1305/ndjfl/1093890819
http://mi.mathnet.ru/smj4620
https://doi.org/10.1016/S0049-237X(99)80030-5
https://link.springer.com/book/9783540666813
https://doi.org/10.1002/malq.202200035
http://mi.mathnet.ru/al811


12 Ì. Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

Ì.Õ. Ôàéçðàõìàíîâ

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð ÏÔÎ,

420008, ã. Êàçàíü, óë. Êðåìëåâñêàÿ, 35,

E-mail: marat.faizrahmanov@gmail.com



Îáîáùåííî âû÷èñëèìûå íóìåðàöèè è íåïîäâèæíûå òî÷êè 13

UDC 510.54+510.57

MSC 03D45+03D25

Generalized computable numberings and �xed points
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Abstract. The paper proves that for any c.e. set W , its non-computability is

equivalent to the ful�llment of the Recursion theorem (with parameters) in each

universal W -computable numbering, as well as its weak precompleteness and nnon-

splittability. It is established that the Turing completeness of the c.e. oracle W is

equivalent to the existence of a precomplete W -computable numbering for any

W -computable family.
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